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FUNCIONES

El concepto de relación implica la idea de correspondencia entre los elementos de dos conjuntos que forman parejas ordenadas.

Cuando se formula una expresión que liga dos o más objetos entre sí, postulamos una relación (no necesariamente matemática) Por ejemplo:

Samuel es padre de Irma: (Samuel, Irma)

Si A = {1, 4, 6} y B = {2, 3, 7}. La relación que existe entre A y B “es mayor que“, está representada por:  ARB= { (6,2) (4,2) (6,3) (4,3)} 
Podemos definir la relación como la correspondencia que hay entre TODOS o ALGUNOS del primer conjunto con UNO o MÁS del segundo conjunto.

[image: image85.png]


En Matemáticas, dados dos conjuntos X e Y, una relación de X en Y es función denotada por

cuando cumple con las siguientes dos condiciones:

	1. Condición de existencia: Todos los elementos de X están relacionados con elementos de Y, es decir, [image: image1.png]Vee X, dyeY \ (z,y) € f.




     Asegura que de cada elemento sale alguna flecha.
2. Condición de unicidad: Cada elemento de X esta relacionado con un único elemento de Y, es decir, si [image: image2.png](z,11) € fA(x,42) € f = y1 = ya.




Asegura que de cada elemento sólo sale una flecha.


Una función es un caso particular de relación y de correspondencia matemática. Cada relación o correspondencia de un elemento [image: image3.png]


con un (y sólo un) [image: image4.png]


se denota [image: image5.png]


, en lugar de [image: image6.png]



Propiedades
Variables de la función

Dos variables X y Y están asociadas de tal forma que al asignar un valor a X entonces, por alguna regla o correspondencia, se asigna automáticamente un valor a Y, se dice que Y es una función (unívoca) de X.  La variable X, a la que se asignan libremente valores, se llama variable independiente, mientras que la variable Y, cuyos valores dependen de la X, se llama variables dependientes.  Los valores permitidos de X constituyen el dominio de definición de la función y los valores  que toma Y constituye su recorrido".
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Dominio
El dominio de [image: image8.png]


es el conjunto de existencia de la misma, es decir, los elementos para los cuales la función está definida. Es el conjunto de todos los objetos que puede transformar, se denota [image: image9.png]


 o bien [image: image10.png]


 y está definido por:

[image: image11.png]Di={recX : Jycy, f(z)=y}




Imagen o Rango 

El rango de [image: image12.png]


está formada por los valores que alcanza la misma. Es el conjunto de todos los objetos transformados, se denota [image: image13.png]


o bien [image: image14.png]


y está definida por:

[image: image15.png]



Ejemplos 

· La función definida por [image: image16.png]


, tiene como dominio e imagen todos los números reales [image: image17.png]
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· Para la función [image: image19.png]


, en cambio, si bien su dominio es [image: image20.png]


, sólo tendrá como imagen los valores comprendidos entre 0 y +∞ que sean el cuadrado de un número real. 
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En la figura se puede apreciar una función [image: image22.png]


, con 
 
[image: image23.png]Doms =X =1{1,2,3,4}




Note que a cada elemento de X le corresponde un único elemento de Y. Además, el elemento a de Y no tiene origen, y el elemento b tiene dos (el 1 y el 4). Finalmente, 
[image: image24.png]Imf =1{b,c,d} CY.




Esta función representada como relación, queda:
[image: image25.png]



Representación de funciones 

Las funciones se pueden representar de distintas maneras:

· Como expresión matemática: ecuaciones que permiten representar el comportamiento de la función a lo largo de todo su dominio. 
Estas pueden estar dadas de dos modos: la forma implícita es cuando la regla que define a una función f  está dada por una ecuación en x e y. Y si es posible  despejar y en términos de x en la ecuación, entonces escribimos y = f(x) y decimos que la función está dada en forma explícita. 

Ejemplo: forma implícita: y-x=2                    forma explícita: y=x+2.
· Como tabulación: tabla que permite representar algunos valores discretos de la función. 

Ejemplo: 

   
X| -2 -1  0  1  2  3

[image: image87.png]S E T SN YT 9




  
Y|  0  1  2  3  4  5

· Como pares ordenados: pares ordenados, muy usados en teoría de grafos. 

Ejemplo: A={(-2, 0),(-1, 1),(0, 2),(1, 3), ... (x, x+2)} 

· Como proposición: una descripción por comprensión de lo que hace la función. 

Ejemplo: "Para todo x, número entero, y vale x más dos unidades". 

· Como gráfica: gráfica que permite visualizar tendencias en la función. Muy utilizada para las funciones continuas típicas del cálculo, aunque también las hay para f
unciones discretas. 
Ejemplo: 
Funciones según el tipo de aplicación 

Dados dos conjuntos X, Y, y todas las posibles aplicaciones que pueden formarse entre estos dos conjuntos, se pueden diferenciar los siguientes casos:

· Si a cada imagen le corresponde un único origen, inyectiva. 

· Si la aplicación es sobre todo el conjunto final, sobreyectiva. 

Además de estos dos casos característicos, una aplicación puede ser inyectiva y sobreyectiva simultáneamente, que se denominan biyectiva, o ninguna de ellas en cuyo caso no tiene un nombre especifico.

Vamos a representar los tipos de aplicaciones en un Diagrama de Venn, el conjunto universal U, representado por un rectángulo, es el de todas las posibles aplicaciones, el conjunto A es el de las aplicaciones inyectivas, y el conjunto B el de las sobreyectivas, esto nos permite ver los distintos tipos de aplicaciones de un modo gráfico.

Aplicación inyectiva y sobreyectiva: biyectiva.
Si una aplicación es inyectiva y sobreyectiva simultáneamente, se denomina biyectiva. Por ser inyectiva los elementos que tienen origen tienen un único origen y por ser sobreyectiva todos los elementos del conjunto final tienen origen.

Estas dos circunstancias dan lugar a que el conjunto X e Y tengan el mismo número de elementos, la cardinalidad de X es la misma que la de Y, esto tiene una gran importancia cuando se pretende comparar dos conjuntos:

· [image: image88.png]8.0 v
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Si dados dos conjuntos podemos encontrar una aplicación biyectiva entre ellos, podemos afirmar, que los dos conjuntos tienen el mismo número de elementos. La cardinalidad de X es igual a la de Y. 

En el diagrama de la figura:
· Todos los elementos de Y, que tienen origen, tienen un único origen, esto hace que la aplicación sea inyectiva 

· Todos los elementos de Y, tienen origen, esto hace que la aplicación sea sobreyectiva. 

[image: image89.png]


Si tomaremos por conjunto inicial el conjunto de los números naturales: 
[image: image26.png]X={123,..




y por conjunto final el de los números naturales pares:

[image: image27.png]



Podemos ver que la relación

[image: image28.png]



[image: image29.png]



Por el que a cada número natural x de X, le asociamos un número par 2x de Y, se cumple:

· f: es una aplicación, dado que a cada uno de los valores x de X le corresponde un único valor 2x de Y. 

· Esta aplicación es inyectiva dado que a cada número par 2x de Y le corresponde un único valor x de X. 

· Y es sobreyectiva porque todos los números pares tienen un origen.
Esto nos permite afirmar que hay el mismo número de números naturales que de números naturales pares, se da la paradoja de que los números naturales pares en un subconjunto propio de los números naturales, esta circunstancia solo se da con los conjuntos infinitos.

Resumen
	



Sobreyectiva, no inyectiva.
	



Inyectiva, no sobreyectiva
	



Biyectiva
	



No sobreyectiva, no inyectiva


Análisis de funciones

· Una función es creciente en un intervalo (a,b) de su dominio si en el mismo se verifica que para x1 y x2 cualesquiera:  x1>x2  =>   f(x1)>f(x2). Esto quiere decir que a medida que observo valores crecientes de x, debo observar que las imágenes f(x) de los mismos son también crecientes.

· Una función es decreciente en un intervalo (a,b) de su dominio si en el mismo se verifica que para x1 y x2 cualesquiera:   x1>x2   =>    f(x1)<f(x2).

· Esto quiere decir que a medida que observo valores crecientes de x, debo observar que las imágenes F(x) de los mismos van decreciendo.
· Un máximo (M) relativo es un valor de x para el cual f(M)>f(x) para todas las x que estén en las cercanías de M en ambos sentidos. En general las funciones pasan de crecer a decrecer en un máximo relativo o en una asíntota.

· Un mínimo (m) relativo es un valor de x para el cual f(m)<f(x) para todas las x que estén en las cercanías de M en ambos sentidos. En general las funciones pasan de decrecer a crecer en un mínimo relativo o en una asíntota.

· Los intervalos de positividad son los intervalos del dominio de la función para los cuales se cumple que f(x)>0.

· Los intervalos de negatividad son los intervalos del dominio de la función para los cuales se cumple que f(x)<0.
· Las raíces o ceros de la función son los valores que verifican la ecuación f(x) = 0. Estos valores forman la intersección de la gráfica de la función con el eje de las x. Si la función es cuadrática se puede determinar la cantidad de ceros de la función aplicando la fórmula b² - 4ac, si esto da >0 la función tiene dos ceros, si da =0 la función tiene un cero y si da <0 la función no tiene ninguna raíz.
Funciones importantes
· Función lineal

f(x) = mx + b
[image: image34.png]N arary





· Función constante

f(x) = b
[image: image35.png]PRI I S BRI B N





· [image: image90.png]R arars




Función identidad

f(x) = x
· Función cuadrática

f(x) = x2
[image: image36.png]R arars





· Función cúbica

f(x)= x3
[image: image37.png]PN A A )





· Función raíz cuadrada 
f(x) = 
[image: image38.wmf]x
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· Función recíproca

f(x) = 
[image: image40.wmf]1
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· Función exponencial[image: image91.png]N arary





f(x) = ax
Ej: 2x 

· Función logarítmica

f(x) = loga x
Ej: log2x

· Función valor absoluto
f(x) = |x|
[image: image42.png]P LI R A I





La línea recta

Una línea recta se expresa de la siguiente manera: y = mx + b, donde m es la pendiente y b la ordenada al origen. 

· PENDIENTE DE LA RECTA 

Sean P = (x1, y1) y Q = (x2, y2) dos puntos distintos con x1 ≠ x2. La pendiente m de la recta L es la inclinación de la misma.
[image: image43.png]Elevacion=y, -y,




Como puede apreciarse en la figura, la pendiente puede ser expresada de diferentes maneras: 
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El valor de la pendiente da una idea de cómo será la recta a la cual pertenece, a partir de la siguiente figura se pueden deducir varios puntos importantes:
[image: image45.png]m= indefinida
m=2





· Cuando la pendiente de una recta es positiva, la recta se inclina hacia arriba de izquierda a derecha. 

· Cuando la pendiente de una recta es negativa, la recta se inclina hacia 81 bajo de izquierda a derecha. 

· Cuando la pendiente de la recta no está definida, la recta es vertical 

· Cuando la pendiente de la recta es 0, la recta es horizontal. 

· GRAFICACIÓN DE UNA RECTA 

Las rectas se pueden representar gráficamente haciendo una tabla de valores o bien, más fácilmente, a través de su pendiente y su ordenada al origen. 

Por ejemplo, y= 2x + 1 
[image: image46.png]PN e e )





· OBTENCIÓN DE LA ECUACIÓN DE LA RECTA

Para obtener la ecuación de una recta podemos utilizar la forma punto​pendiente, que se expresa de la siguiente manera: 

[image: image47.jpg]Y —yq=m. (X—Xq)




de donde m es la pendiente y (x1, y1) es un punto perteneciente a la recta. De allí se despeja la y obteniendo la ecuación en la forma explícita.

· RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES
Cuando en un plano dos rectas no tienen puntos en común se dice que son paralelas. Dos rectas distintas son paralelas si, y sólo si, sus pendientes son iguales. 
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Por ejemplo, en la siguiente figura se grafican dos rectas paralelas: 
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Cuando en un plano dos rectas se cortan formando un ángulo recto (90°), se dice que son perpendiculares. Dos rectas no verticales son perpendiculares, si, y sólo si, el producto de sus pendientes es - 1. Esto quiere decir que una recta es perpendicular a otra si sus pendientes son recíprocas y de signo contrario.
[image: image50.jpg]e ¥





Por ejemplo, en la siguiente figura se grafican dos rectas perpendiculares entre sí:
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Funciones cuadráticas 

Muchas aplicaciones requieren cierto conocimiento de las funciones cuadráticas. Por ejemplo, suponga que un comerciante determina que la ecuación que relaciona el número x de calculadoras vendidas al precio p por calculadora está dada por: 

x =15000 - 750p

Entonces el ingreso R obtenido de la venta de x calculadoras al precio p por calculadora es: 

R =x.p= (15000 - 750p).p = -750p2 + 15000p

En la siguiente figura podemos observar .la gráfica de esta función de ingreso, la cual se maximiza cuando el precio de la calculadoras es de $10. 

[image: image52.png]



Una función cuadrática es una función de la forma:
f(x) = ax2 + bx + c      donde a, b y c son números reales y a ≠ 0.
Esta forma de expresar la función cuadrática se denomina forma polinómica.

Otra manera de expresar una función cuadrática es a través de su forma canónica, la cual se representa de la siguiente manera: 
f(x) = a(x-h)2 + k        donde  
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La gráfica de f es la parábola y = ax2 corrida horizontalmente h unidades y en sentido vertical k unidades. La gráfica abre hacia arriba si a>0 y hacia abajo si a<0.
Otros datos importantes son el vértice y el eje de simetría de la parábola, representados por: 


Vértice = (h , k) = 
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        Eje = recta x = h
Ejemplo, comparemos ahora las siguientes expresiones: la función f(x)=2x2+8x+5 también puede representarse por f(x) = 2(x + 2)2 - 3, que se interpreta de la siguiente manera: a=2, de modo que la gráfica abre hacia arriba, h = -2 y k = -3, de manera que su vértice está en (-2, -3). 

Por último, también interesa encontrar, sin necesidad de realizar la gráfica, las intersecciones con los ejes:
La intersección con el eje y es el valor de f en x=0, esto es f(0) =c.
Las intersecciones con el eje x, si las hay, se encuentran resolviendo la ecuación f(x) = ax2+bx+c = 0.
· GRAFICACIÓN DE FUNCIONES CUADRÁTICAS 

La figura siguiente ilustra las gráficas de f(x)=ax2  para a=1, a=3 y a= 1/2 dibujadas en el mismo conjunto de ejes de coordenadas. Observe que la elección de un valor mayor de a en f(x) = ax2 tiene como resultado una gráfica "más estrecha" o "más angosta". 

[image: image56.png]



Las gráficas de f(x) = ax2 para a<0 son sólo reflexiones alrededor del eje x de las gráficas correspondientes de f(x) = |a|x2.
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Las gráficas observadas son las comunes de todas las funciones cuadráticas y las llamamos parábolas. Observe que las primeras gráficas dibujadas abren hacia arriba y tienen un punto que se encuentra más abajo que cualquier otro en la gráfica, y las segundas abren hacia abajo y presentan un punto que se ubica por encima del resto. Estos puntos se llaman vértices y la recta vertical que pasa parábola se llama eje de simetría de la parábola. 

Técnicas de graficación 

Estas técnicas se utilizan para trazar gráficas similares a otras que ya conocemos. 

CORRIMIENTOS VERTICALES (TRASLACIÓN)

· Hacia arriba: 

f(x) + c, c unidades
Utilizando la gráfica de f(x) = x2 obtener la de g(x) = x2 + 3. 

Comenzamos obteniendo algunos puntos de las gráficas de f y g. Por ejemplo, cuando x=0, entonces y=f(0)=0 y y=g(0)=3. Cuando x=1, y=f(1)=1 y y=g(1)=4. Concluimos que la gráfica de g es idéntica a la de f, excepto que está corrida en forma vertical hacia arriba por 3 unidades. 
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Cuando se suma un número real e al lado derecho de una función y=f(x), la graflca de la nueva función y= f(x) + c es la gráfica de f con un corrimiento ver​tical 
hacia arriba (si c>0).
· Hacia abajo: 

f(x) - c, c unidades
Utilizando la gráfica de f(x)= x2 obtener  la de h(x) = x2 - 4. 

La gráfica de h es igual a la de f, excepto que ésta se corre hacia abajo en 4 unidades. 

[image: image59.png]



CORRIMIENTOS HORIZONTALES (TRASLACIÓN)

· Hacia la derecha: 

f(x-c), c unidades
Utilizando la gráfica de f(x) = x2 obtener la de g(x) = (x-2)2. 

La función g(x) = (x-2)2 es, en esencia, una función cuadrada. Observe que f(x) =0 si x=0, y que g(x)=0 si x=2. Además, cuando f(x) = 4 entonces x = -2 ó 2, y cuando g(x) = 4, x=0 ó 4. Concluimos que la gráfica de g es igual a la de f pero corrida 2 unidades hacia la derecha. 

[image: image60.jpg]



Si se suma un número c al argumento x de una función f, la gráfica de la  nueva función g(x)=f(x+c) es la gráfica de f con un corrimiento horizontal hacia la derecha (si c<0). 

· Hacia la izquierda: 

f(x+c), c unidades
Utilizando la gráfica de f(x) = x2 obtener la de g(x) = (x+4)2. 

La gráfica de h es igual a la de f, excepto que ésta se corre 4 unidades hacia la izquierda. 
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COMPRESIONES Y ALARGAMIENTOS

· Alargamiento vertical: 

c.f(x),  con c>1     Expansión desde el eje x.
Utilizando la gráfica de f(x) = |x| obtener la de g(x)=3. |x|.
Para cada x, la ordenada de un punto en la gráfica de g es igual a 3 veces la ordenada correspondiente en la gráfica de f. La gráfica de f(x) = |x| se alarga en forma vertical por un factor de 3 [por ejemplo, de (1,1) a (1,3)] para obtener la gráfica de g(x)=3. |x|.
[image: image62.png]



· Compresión vertical: 

c.f(x),  con c<1     Compresión hacia el eje x.
Utilizando la gráfica de f(x) = |x| obtener la de h(x)=1/2. |x|.

Para cada x, la ordenada de un punto en la gráfica de h es la mitad de la ordenada correspondiente en la gráfica de f. La gráfica de f(x) = |x| se comprime en forma vertical por un factor de 1/2 [por ejemplo, de (2,2) a (2,1)] para obtener la gráfica h(x)=1/2. |x|.

[image: image63.jpg]



· Compresión horizontal: 

f(c.x),  con c>1     Compresión hacia el eje y.

Utilizando la gráfica de f(x) = 
[image: image64.wmf]x

 obtener la de h(x)= 
[image: image65.wmf]2
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La gráfica de g crece más rápido que la de f; es decir, la gráfica de g es comprimida en forma horizontal hacia el eje y.

Para cada y, la absisa de un punto en la gráfica de g es igual a la absisa del punto en f divida por 2.

[image: image66.jpg]



Observe que como
[image: image67.wmf]2

x

 = 
[image: image68.wmf]2.
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 la gráfica de h(x)= 
[image: image69.wmf]2
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 también puede verse como un alargamiento vertical de la gráfica de f(x)= 
[image: image70.wmf]x

.
· Alargamiento horizontal: 

f(c.x),  con 0<c<1     Expansión desde el eje y.

Utilizando la gráfica de f(x) = 
[image: image71.wmf]x

 obtener la de h(x)= 
[image: image72.wmf]2
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REFLEXIONES
· Reflexión con respecto al eje x: 

-f(x)  
Utilizando la gráfica de f(x) = x2 obtener la de g(x)=-x2.

Comencemos con la gráfica de y =x2. Para todo punto (x, y) de la gráfica de y = x2, el punto (x,-y) está en la gráfica de y= -x2. De ese modo, podemos hacer la gráfica de y = x2 reflejando la gráfica de y =x2 con respecto al eje x. 

[image: image74.png]



Al multiplicar el lado derecho de la ecuación y =f(x) por -1, la gráfica de la nueva función y=f(x) es la reflexión con respecto al eje x de la gráfica de la función y=f(x).

· Reflexión con respecto al eje x: 

f(-x)  
Utilizando la gráfica de f(x) = 
[image: image75.wmf]x

 obtener la de g(x)= 
[image: image76.wmf]x
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Primero, observe que el dominio de f consta de todos los números reales x tales que - x ≥ 0, o bien x ≤ 0. Para obtener la gráfica de f(x) = 
[image: image77.wmf]x

-

, comenzamos con la gráfica de y = 
[image: image78.wmf]x

. Para cada punto (x, y) de la gráfica de y = 
[image: image79.wmf]x

, el punto (-​x, y) está en la gráfica de y = 
[image: image80.wmf]x

-

. De ese modo, obtenemos la gráfica de y = 
[image: image81.wmf]x

-

. Reflejando la gráfica de y =  
[image: image82.wmf]x

con respecto al eje y. 

[image: image83.png]



Si se conoce la gráfica de la función y = f(x), la gráfica de la nueva función y = f(-x) es la reflexión con respecto al eje y de la gráfica de la función y = f(x). 
CUANDO EN LAS GRÁFICAS SE DEBE APLICAR UNA COMBINACIÓN DE TÉCNICAS EL ORDEN A SEGUIR ES HARV.
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