Martin Gardner Circo Matematico

Capitulo 13
NUameros de Fibonacci y de Lucas

Tuvo esposas Fibonacci mas, que comer
nada comian (pastas aparte).

Tanto asi pesaba cada una

como juntas sus dos antecesoras

iEra la quinta una gran signora!

J. A. Lindon

Entre los matematicos europeos de la Edad Media, el mas grande de todos fue sin duda
Leonardo de Pisa, mas conocido por Fibonacci, que significa «hijo de Bonaccio» (véase la

Figura 66).

Figura 66. Leonardo Pisano Fibonacci, nacié en 1170, probablemente en Pisa, fallecié en
1250, probablemente en Pisa

A pesar de haber nacido en Pisa, como su padre era empleado en una factoria mercantil
italiana asentada en Bougie, en Argelia, fue alli donde el joven Leonardo recibié su primera

formacion matematica, a cargo de maestros musulmanes. Pronto se dio cuenta de la enorme
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superioridad de la notacién decimal indo arabiga (provista ya de cifras cuyos valores
dependen de su posicién, y de simbolo para el cero) sobre el engorroso sistema de
numeracién romana, empleado todavia en su pais natal. La mas conocida de sus obras, Liber
abaci (literalmente, Libro del abaco) era en realidad un amplio tratado del sistema de
numeracién indo arabigo, mas sus razonamientos no parecieron causar demasiada impresion
a los mercaderes italianos de la época. Con el tiempo, su libro llegd a ser, empero, la obra
de maxima influencia entre todas las que contribuyeron a introducir en Occidente la notacion
indo arabiga. El Liber abaci fue concluido en Pisa en 1202; hasta nosotros ha llegado una
edicién revisada, de 1228, dedicada a un famoso astrélogo cortesano de la época.

No deja de ser irédnico que Leonardo, cuyas aportaciones a la matematica fueron de tanta
importancia, sea hoy conocido sobre todo a causa de un matematico francés del siglo
pasado, Edouard Lucas, interesado por la teoria de nimeros (y recopilador de una clasica
obra de matematicas recreativas, en cuatro volimenes), quien encadend el nombre de
Fibonacci a una sucesion numérica que forma parte de un problema trivial del Liber abaci.
Imaginemos, escribia Leonardo, un par de conejos adultos, macho y hembra, encerrados en
un cercado, donde pueden anidar y criar. Supongamos que los conejos empiezan a procrear
a los dos meses de su nacimiento, engendrando siempre un Unico par macho-hembra, y a
partir de ese momento, cada uno de los meses siguientes un par mas, de iguales
caracteristicas. Admitiendo que no muriese ninguno de los conejitos, écuantos contendria el

cercado al cabo de un ano?

FINAL TOTAL DE
DEL MES PAREJAS
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Figura 67. Arbol genealdgico de los conejitos de Fibonacci
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El grafico arborescente de la Figura 67 nos muestra qué sucederia durante los cinco
primeros meses. Es facil observar que al término de cada mes los niumeros de pares van
formando la sucesion 1, 2, 3, 5, 8... donde cada numero (como el propio Fibonacci hizo
notar) resulta de sumar los dos que le anteceden. Al cabo de los 12 meses tendremos 377
pares de conejos.

Fibonacci no investigd la sucesion, que tampoco recibié ningun estudio serio hasta
comienzos del siglo pasado. Hacia esa fecha los articulos dedicados a ella empezaron a
proliferar, son palabras de un matematico, como los conejitos de Fibonacci. Lucas efectud un
profundo estudio de las llamadas sucesiones generalizadas de Fibonacci, que comienzan por
dos enteros positivos cualesquiera y a partir de ahi, cada nimero de la sucesién es suma de
los dos precedentes. Lucas dio el nombre de sucesion de Fibonacci a la mas sencilla de estas
sucesiones, a saber, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21... (la inmediatamente mas sencilla, 1, 3, 4, 7,
11, 18..., es hoy conocida por sucesion de Lucas). Tradicionalmente, la posicién que cada

numero ocupa dentro de una sucesion se denota mediante un subindice, y de esta forma,

F1 = 1,
F2 = 1,
F3 = 2,

y asi sucesivamente. (Se da la lista de los primeros cincuenta niumeros de Fibonacci en la
Figura 68.) F, denota el n-ésimo numero de Fibonacci; F,.; es el nUmero que antecede a F,;
F.n, €s el nimero de Fibonacci cuyo subindice es doble del de F,, etc.

La sucesidn de Fibonacci ha tenido intrigados a los matematicos durante siglos, en parte a
causa de su tendencia a presentarse en los lugares mas inopinados, pero sobre todo, porque
el mas novel de los amateurs en teoria de nimeros, aunque sus conocimientos no vayan
mucho mas alla de la aritmética elemental, puede aspirar a investigarla y descubrir curiosos

teoremas inéditos, de los que parece haber variedad inagotable.
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ri. t L. l
Fy 1 Ly 3
Fs 2 Ls 4
A 3 L, 7
Fy 5 Ly i
Fa B Ly 18
F, 13 Ly 29
Fy b | L 4T
Fy 34 Ly 76
Fis A5 Lis 123
Fy G Lu 199
Fra 144 La 322
Fis 213 L 521
Fu T Ly B4l
Fis G610 Lis 1364
Fu L L 2207
Fi 1597 Ly 3571
Fu 2584 Lis 57TH
Fis 4181 L G340
Fa 6765 f 15127
Fan 10946 Ly 24476
Fia 17T L 30601
Fun 28657 - B4079
Fa 46368 Lay 103682
Fas T5025 Las 167761
Fu 121393 f - 271443
Fn 196418 et 430204
Fun 117811 L T10647
Fn 514229 L 1149851
Fua BI040 Ly 1 REH08
Fii 1346260 Lay 3010340
Fas 2178309 - ARTORAT
Fu 3524578 Laa TER1 196
Fa ST02AET Lo 12752043
Fas 0227465 Lay 206331219
Fa 14930352 [ 13385282
Fn 24157817 Ly 54018521
Faa FEH 15 Ly BT 403803
Fu 63245085 Las 141422324
Fu 102334155 Lis IPRRDE12T

Figura 68. Los cuarenta numeros de Fibonacci y de Lucas
El interés por estas sucesiones ha sido avivado por desarrollos recientes en programacion de
ordenadores, ya que al parecer tiene aplicacion en clasificacién de datos, recuperacién de

informaciones, generacion de numeros aleatorios, e incluso en métodos rapidos de calculo
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aproximado de valores maximos o minimos de funciones complicadas, en casos donde no se
conoce la derivada.

Los resultados mas clasicos acerca de estas sucesiones estan resumidos en el Capitulo 17
del primer tomo de History of the Theory of Numbers, de Leonard Eugene Dickson. Los
lectores interesados pueden consultar The Fibonacci Quarterty, que desde 1963 viene siendo
publicada por la Fibonacci Association. Su redactor jefe es Verner E. Hoggatt, Jr., del San
José State College de San José, Calif. La revista se ocupa, sobre todo, de las sucesiones
generalizadas de Fibonacci y de otras sucesiones analogas (corno los llamados «nimeros
tribonacci», que son cada uno suma de los tres precedentes), aunque la revista esta
dedicada también «al estudio de enteros con propiedades especiales».

Seguramente la propiedad mas notable de la sucesidén de Fibonacci (valida también para las
series generalizadas) sea que la razon entre cada par de nimeros consecutivos va oscilando
por encima y debajo de la razon aurea, y que conforme se va avanzando en la sucesion, la
diferencia con ésta va haciéndose cada vez menor; las razones de términos consecutivos
tienen por limite, en el infinito, la razon aurea. La razén aurea es un famoso numero
irracional, de valor aproximado 1,61803... que resulta de hallar la semisuma de 1 y la raiz
cuadrada de 5. Hay abundante literatura (no siempre seria) dedicada a la aparicion de la
razon aurea y de la sucesion de Fibonacci tan relacionada con ella, en el crecimiento de los
organismos y a sus aplicaciones a las artes plasticas, a la arquitectura e incluso a la poesia.
George Eckel Duckworth, profesor de clasicas en la Universidad de Princeton, sostiene en su
libro Structural Patterns and Proportions in Vergil’s Aeneid (University of Michigan Press,
1962) que lo mismo Virgilio que otros poetas latinos de su época se sirvieron
deliberadamente de la sucesién de Fibonacci en sus composiciones. Por mi parte, me he
referido ya a estas cuestiones en un articulo anterior dedicado a la razén aurea, que puede
verse en The Second Scientific American Book of Mathematical Puzzles and Diversions.

En el reino vegetal, la sucesion de Fibonacci hace su aparicién mas llamativa en la
implantacién espiral de las semillas en ciertas variedades de girasol. Hay en ellas dos haces
de espirales logaritmicas, una de sentido horario, otra en sentido antihorario, como
muestran las espirales sombreadas de la Figura 69.

Los numeros de espirales son distintos en cada familia, y por lo comun, niumeros de
Fibonacci consecutivos. Los girasoles de tamafio medio suelen contener 34 y 55 espirales,
pero hay flores gigantescas que alcanzan valores de hasta 89 y 144. Y en la seccion de
cartas a la redaccidén de The Scientific Monthly (noviembre de 1951), el gedlogo Daniel T.
O'Connell y su esposa dijeron haber encontrado en su granja de Vermont un girasol

monstruo, con i144 y 233 espirales!
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Figura 69. Girasol gigante que contiene 55 espirales en sentido antihorario y 89 en sentido
horario

La intima relacidn existente entre la sucesion de Fibonacci y la razén aurea queda de

manifiesto en la siguiente férmula explicita para el n-ésimo término de Fibonacci:

e[ (59
J5 2 2

Esta expresidon da exactamente el n-ésimo nimero de Fibonacci (al desarrollarla, las V5 se
cancelan), pero para numeros F, de lugar muy avanzado es fastidiosa de utilizar, si bien
pueden conseguirse buenas aproximaciones mediante logaritmos. Otra férmula mucho mas
sencilla para el n-ésimo nimero de Fibonacci consiste en dividir entre la raiz cuadrada de 5
la n-ésima potencia de la razén durea. Redondeando el nimero asi obtenido al entero mas
cercano resulta también el valor entero exacto del nimero buscado. Ambas féormulas son
«explicitas», pues conocido n dan directamente el valor de Fn Un «procedimiento recursivo»
consiste en una serie de etapas, cada una de ellas dependiente de las anteriores. Si para
calcular el n-ésimo nimero de Fibonacci se van sumando pares de términos consecutivos
hasta alcanzarlo, se estara procediendo iterativamente, o por recurrencia. Al definir el
término Fn como suma de los dos términos que le anteceden estamos dando un ejemplo
sencillo de férmula recurrente.

La formula que da exactamente el término general de la sucesién de Lucas es
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1+\/§n 1—\/§n
o B +
2 2

pero, como sucedia con los numeros de Fibonacci, hay un procedimiento mucho mas sencillo
para hallar el n-ésimo nimero de Lucas. Basta elevar la razén durea a la n-ésima potencia y
redondear al entero mas cercano.

Dado un numero cualquiera de la sucesién de Fibonacci, para calcular el término siguiente

no es preciso conocer su indice. Sea A, el término dado. El siguiente viene dado por

A+1+5A2
2

donde los corchetes indican que es necesario tomar la parte entera de la expresion, es decir,
el entero mas cercano por defecto. Esta misma férmula da el nimero de Lucas consecutivo a
cualquiera de su serie, con tal de que sea mayor que 3.

En toda sucesidon de Fibonacci generalizada la suma de los n primeros términos es siempre
Fn.2, menos el segundo término de la serie. Gracias a ello podemos realizar un truco de
calculo super-rapido. Se le pide a otra persona que escriba dos niumeros cualesquiera, y que
vaya formando después tantos términos de la sucesion generalizada que engendran como
desee. Pidale después que separe con un trazo dos cualesquiera de éstos. Instantaneamente
puede usted darle la suma de todos los nimeros situados antes de la raya. Basta con fijarse
en el segundo namero situado al otro lado de la raya, y restarle el segundo término de la
sucesion. De tratarse de la sucesion de Fibonacci ordinaria se restaria 1; de ser la sucesién
de Lucas, restariamos 3.

Citaremos ahora algunas conocidas propiedades de la sucesion de Fibonacci ordinaria. Pocas
de ellas son costosas de demostrar, y desde luego, todas son casos particulares de teoremas
validos para sucesiones generalizadas. Para abreviar, llamaremos numeros F a los nUmeros
de Fibonacci.

1. El cuadrado de cada numero F se diferencia en 1 del producto de los dos niumeros F
situados a cada uno de sus lados. Conforme se avanza en la sucesion, esta diferencia va
siendo alternativamente positiva y negativa. (En los nUmeros de Lucas, la diferencia,
también constante, vale 5.) En el Capitulo 8 de mi libro Mathematics, Magic and Mystery
puede verse una famosa paradoja de diseccién geométrica donde este teorema tiene papel
fundamental. En las sucesiones de Fibonacci generalizadas la diferencia constante es + (F»y,
Fi2 = F1F3).
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2. La suma de los cuadrados de dos nimeros F consecutivos cualesquiera, F,? mas Fni12, €S
F>ni1. Puesto que el Ultimo de estos numeros es forzosamente de indice impar, resulta de
este teorema que al escribir en sucesidn los cuadrados de los nimeros de Fibonacci, las
sumas de los pares de cuadrados consecutivos formaran la sucesion de nimeros F con
subindice impar.

3. Cualesquiera cuatro numeros F consecutivos A, B, C, D verifican la siguiente identidad:

C?>-B?>=AxD.

4, La sucesién de las ultimas cifras de los nUmeros de Fibonacci tiene periodo 60. Si se
toman las dos ultimas cifras, la sucesién tiene periodo 300. Para la sucesion formada a partir
de las tres Ultimas cifras el periodo es ya 1.500; para cuatro, el periodo tiene 15.000 cifras,
para cinco, 150.000, y asi sucesivamente.

5. Para cada entero m hay una coleccién infinita de nimeros de Fibonacci exactamente
divisibles por m, de los cuales al menos uno se encuentra entre los 2m primeros términos de
la sucesion. No ocurre igual para la sucesion de Lucas. Por ejemplo, ninguno de los nimeros
de la sucesién de Lucas es divisible entre 5.

6. El tercero de cada tres niumeros de la sucesion de Fibonacci es divisible por 2; al contarlos
de cuatro en cuatro, el cuarto es divisible por 3. El quinto de cada cinco es divisible por 5; el
sexto de cada seis, divisible entre 8, y asi sucesivamente, siendo los divisores nimeros F en
sucesion. Dos numeros de Fibonacci consecutivos (y lo mismo ocurre con los nimeros de
Lucas) son primos entre si, es decir, no tienen mas divisor comdn que el 1.

7. A excepcidon de 3, todo numero F que sea primo tiene subindice primo. (Por ejemplo, 233
es primo y porta subindice 13, también primo.) Dicho de otra forma, si el subindice es
compuesto, también lo serd el nimero de Fibonacci correspondiente. Pero, cuidado, la
reciproca no es cierta. Hay numeros de Fibonacci con subindices primos que son nimeros
compuestos. El primer ejemplo de este tipo es Fio, que vale 4.181. Aunque el subindice es
numero primo, 4.181 se descompone en 37 por 113.

Si el teorema reciproco hubiera sido verdadero en todos los casos, habria quedado resuelta
la mas importante de las cuestiones sobre sucesiones de Fibonacci todavia pendientes:
éexistira una infinidad de numeros primos en la sucesion de Fibonacci? Sabemos que la
coleccidon de numeros primos es infinita, y por consiguiente, si todo F-nimero que portase
subindice primo fuese primo, habria también una infinidad de nimeros primos en la sucesién
de Fibonacci. Hoy por hoy se ignora si existe un nimero primo maximo entre los F-numeros.

También subsiste la misma cuestidén para los niumeros de Lucas. El mas grande de los
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numeros F primos hoy conocidos es Fy, que consta de 119 cifras. El mayor de los niUmeros L
primos descubiertos es Lss3, formado por 74 cifras.

8. Con las excepciones triviales de 0 y 1 (tomando 0 = Fy) entre los nUmeros de Fibonacci
hay solamente un cuadrado perfecto, Fi» = 144, muy curioso, pues su valor es cuadrado de
su subindice. La existencia o inexistencia de cuadrados mayores que 144 fue problema
abierto hasta fecha tan reciente como 1963. En ese afio la cuestién quedd resuelta por John
H. E. Cohn, del Bedford College, de la Universidad de Londres. El mismo demostré también
gue los Unicos cuadrados perfectos contenidos en la sucesién de Lucas son 1y 4.

9. En la sucesién de Fibonacci hay solamente dos cubos, 1 y 8; en la de Lucas, el Unico cubo
perfecto es 1. (Véase «On Fibonacci and Lucas Numbers Which Are Perfect Powers», por
Hymie London y Raphael Finkeistein, en The Fibonacci Quarterty, vol. 77, diciembre de
1969, pp. 476-81).

10. El inverso del decimoprimero nimero de Fibonacci, 89, puede ser engendrado a partir de

esta sucesion, empezando por 0 y sumando después como se muestra:

0,0112358
13
21
34
55
89
14
233
337
610

0,011235955056.......
1/89 = 0,011235955056179775. .

La lista de propiedades de la sucesion de Fibonacci bastaria para llenar un libro. Otro tanto
puede decirse de sus aplicaciones en Fisica y Matematicas. Leo Moser ha estudiado las
trayectorias de rayos luminosos que inciden oblicuamente sobre dos laminas de vidrio planas
y en contacto. Los rayos que no experimentan reflexion alguna atraviesan ambas laminas de

so6lo una forma (véase la Figura 70).
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Figura 70. Un rayo de luz puede reflejarse segun F,,> caminos al sufrir n reflexiones entre
dos laminas de vidrio

Para los rayos que sufren una reflexion hay dos rutas posibles; cuando sufren dos

reflexiones, las trayectorias son de tres tipos, y cuando sufren tres, de cinco. Al ir creciendo

el numero n de reflexiones, el nimero de trayectorias posibles va ajustandose a la sucesion

de Fibonacci: para n reflexiones, el nimero de trayectorias es Fn+2.

La sucesion puede utilizarse de forma parecida para contar el nUmero de distintas rutas que

puede seguir una abeja que va recorriendo las celdillas hexagonales del panal (véase la

Figura 71).

Figura 71. La abeja puede caminar hasta la celdilla n de F,,, maneras
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La hilera de casillas puede prolongarse indefinidamente hacia la derecha. Supondremos que
la abeja se dirige siempre a una celdilla contigua y a la derecha de la que ocupa. Poco
cuesta probar que hay sélo una ruta hasta la casilla 0, dos hasta la numero 1, tres hasta la
2, cinco itinerarios que conduzcan a la 3, y asi sucesivamente. Al igual que antes, el nimero
de trayectos es F,,», donde n es el nimero de casillas del problema.

Y ya que viene a cuento, las abejas machos, o zanganos, no tienen padre. C. A. B. Smith ha
hecho notar que cada zangano tiene madre, 2 abuelos (los padres de la madre), 3
bisabuelos (y no cuatro, pues el padre de la madre no tuvo padre), 5 tatarabuelos, y asi
sucesivamente, en sucesion de Fibonacci.

David Klamer ha mostrado que los nimeros de Fibonacci expresan de cuantas maneras
podemos construir con dominds (rectangulos de tamafio 1 x 2) rectdngulos de dimensién 2 x
k. Hay sélo una manera de formar el rectangulo 2 x 1; 2 maneras de construir el cuadrado
de 2 x 2; 3 para el rectangulo de 2 x 3; 5 para el de 2 x 4, y asi sucesivamente.

Fijémonos ahora en el nim de Fibonacci, juego inventado hace algunos afios por Robert E.
Gaskell, y consistente en ir retirando cuentas de una pila que inicialmente contiene n fichas.
Los jugadores actian por turno. En la primera jugada no es licito retirar la pila completa,
aunque si en las sucesivas, siempre que se respeten las siguientes reglas: en cada turno es
forzoso retirar al menos una ficha, y ningun jugador puede tomar mas del doble del nimero
de fichas que haya tomado su oponente en la jugada anterior. Por tanto, si un jugador se
lleva tres, el siguiente no podra retirar mas de seis. Gana la partida quien retire la Gltima
ficha.

Resulta que si n es nimero de Fibonacci el segundo jugador puede ganar siempre; en los
demas casos, es el primero quien puede conseguir, si juega bien, siempre la victoria. Si una
partida comienza con 20 fichas (que no es nUmero de Fibonacci), écuantas debe retirar el
primer jugador para estar seguro de ganar?

El segundo problema se refiere a un truco de calculo reldmpago muy poco conocido.
Vuélvase de espaldas, y pidale a un amigo que escriba un par de enteros positivos
cualesquiera (uno debajo del otro), que los sume y obtenga un tercero, que debe describir
debajo del segundo; que sume los dos Ultimos numeros y obtenga un cuarto, prosiguiendo
de esta forma hasta formar una columna de diez niUmeros. Es decir, ha de escribir los diez
primeros términos de una sucesion generalizada de Fibonacci, donde cada término es suma
de los dos que le preceden, exceptuados los dos primeros, que son arbitrarios. Hecho esto,
usted se vuelve, traza una raya por debajo de los diez sumandos, e inmediatamente escribe

la suma.
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La clave consiste en multiplicar por 11 el séptimo de los nimeros a sumar, operaciéon que
facilmente se realiza de cabeza. Supongamos que el séptimo nimero sea 928. Anotamos ya
la cifra 8, que sera la Uultima cifra de la suma. Sumamos 8 y 2, y obtenemos 10. Escribimos
en la suma un 0 inmediatamente al lado del 2, y llevamos 1. La suma del siguiente par de
cifras, 9y 2, es 11. Afladimos el 1 que arrastrabamos, y tenemos 12. Escribirnos el 2 a la
izquierda del 0 en la suma, y seguimos llevando 1, que sumaremos al 9, y en la suma
anotamos 10 a la izquierda del 2. La suma, ya terminada, es 10.208. En resumen, se suman
las cifras por pares de derecha a izquierda, llevando 1 cuando sea necesario, y terminando
con la ultima cifra de la izquierda.

¢Sabra el lector demostrar que la suma de los 10 primeros numeros de una sucesion de

Fibonacci generalizado es siempre 11 veces el séptimo término?

Apéndice

Los nimeros de «Tribonacci» (1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, 44, 81, ...) fueron asi bautizados por el
joven y brillante matematico Mark Feinberg, quien publicd un articulo sobre ellos en The
Fibonacci Quarterly, (octubre de 1963), cuando sélo contaba 14 afos. Su carrera en la
Universidad de Pennsylvania quedd cercenada en 1967, en su segundo afo de universidad,
al resultar muerto en un accidente de motocicleta.

En su articulo sobre nimeros de Tribonacci, Feinberg puso de relieve que al ir avanzando en
la sucesion, la razén entre términos adyacentes converge hacia 0,5436890126.... y mas
exactamente, hacia la raiz real de la ecuacién x> + x> + x, 1 = 0. Podemos generalizar mas
y estudiar sucesiones donde cada término sea suma de los cuatro (nimeros de Tetranacci),
cinco, seis, etc., nimeros que lo anteceden. En todas esta sucesiones, la razén de cada
término al siguiente tiene un limite; al ir aumentando el nimero de términos a sumar, la
razon limite disminuye, tendiendo a su vez hacia 0,5. Tal generalizacién habia sido publicada
hacia 1913 por Mark Barr. (Véase mi Second Scientific American Book of Mathematical
Puzzles and Diversions, pagina 101.)

«La notacién de Fibonacci» (que presentamos en la solucién del primer problema) consiste
en expresar univocamente cada entero en suma de numeros de Fibonacci; esta
descomposicidn tiene importancia en técnicas de clasificacion mediante ordenador. En mi
seccién de «Juegos Matematicos» de Scientific American de abril de 1973 puede verse un
método para emplear el «dbaco de Napier» (dispositivo de calculo muy poco conocido, cuyo
inventor ided también los «dados de Napier») para calculos en notacion de Fibonacci. Con
respecto a la importancia de la notaciéon de Fibonacci en la estrategia de juego del «nim de

Wythoff», puede verse mi articulo de «Juegos Matematicos» en el nimero de mayo de 1977
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de INVESTIGACION Y CIENCIA (edicién en espafiol de Scientific American). Y respecto a la
relacion entre el tridngulo de Pascal (o de Tartaglia) y la sucesién de Fibonacci, véase el
Capitulo 15 de mi Carnaval Matematico (LB 778, Alianza Editorial).

Las sucesiones de Fibonacci y Lucas estan interrelacionadas por docenas de formulas
sencillas. Por ejemplo, el n-ésimo nimero de Lucas es igual a F,.; + F,.1. El producto de F, y

L, es igual a F,,. La siguiente ecuacion diofantica
5x2+4=y2

tan sélo tiene soluciones enteras cuando x es un niumero de Fibonacci e y sea el
correspondiente nimero de Lucas.

Las sucesiones de Fibonacci y Lucas tienen en comun los nimeros 1 y 3. ¢Habra otros
numeros mayores, comunes a las dos sucesiones? La respuesta resulta negativa. Véase la
nota de Martin D. Hirsch sobre «Additive Sequences», en Mathematies Magazine, vol. 50,
noviembre de 1977, pagina 264.

Como ya he mencionado, el mas notable de los problemas abiertos concernientes a
sucesiones de Fibonacci es el de si contienen o no colecciones infinitas de nimeros primos.
En una sucesion de Fibonacci generalizada, si los primeros nimeros son divisibles ambos por
un mismo numero primo, todos los términos posteriores lo seran también, y es evidente que
tales sucesiones no podran contener mas de un nimero primo. Supongamos, pues, que los
dos primeros nimeros sean primos entre si (esto es, que su Unico comun divisor sea 1).
¢Podran existir sucesiones generalizadas que no contengan absolutamente ninglin nimero
primo?

El primero en resolver esta cuestion fue R. L. Graham, en «A Fibonacci-like Sequence of
Composite Numbers», en Mathematics Magazine, vol, 57, noviembre de 1964, pp. 322-24.
Existe una infinidad de sucesiones asi, pero la minima (en el sentido de serlo sus dos
primeros numeros) es la que empieza por:

1786772701928802632268715130455793,

1059683225053915111058165141686995.

Soluciones

El primer problema consiste en hallar la jugada de apertura correspondiente a la estrategia
vencedora en una partida de «nim de Fibonacci», sabiendo que el montén de fichas consta
de 20 piezas. Como 20 no es numero de Fibonacci, si el primer jugador actda con

inteligencia, es seguro que ganara la partida. Para determinar la estrategia vencedora, se
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descompone el niumero 20 en suma de nimeros de Fibonacci, comenzando por el mayor
posible, 13, sumando después el maximo posible, 5, y después el siguiente, 2. Asi que 20 =
13 + 5 + 2 es la descomposicidén buscada. Todo entero positivo puede ser expresado de
forma Unica como suma de numeros de Fibonacci; tal descomposicidon no podra nunca
contener nimeros de Fibonacci consecutivos. Los niumeros F quedan expresados por un solo
numero: ellos mismos.

El dltimo numero, 2, es el nUmero de piezas que debe retirar el primer jugador para ganar.
El segundo jugador queda imposibilitado, por las reglas del juego, para tomar mas del doble
de 2; por consiguiente, no puede reducir la pila (que tiene ahora 18 cuentas) al nimero de
Fibonacci mas cercano, que es 13. Supongamos que decida retirar cuatro piezas; la pila
contendra entonces 14 piezas, nUmero que se expresa como 13 + 1 en suma de dos
numeros de Fibonacci, y el primer jugador debera entonces tomar 1 pieza. Prosiguiendo con
esta estrategia, es seguro que lograra tomar la ultima ficha, y con ella, ganar la partida.

Si el nimero de inicial de piezas fuera niUmero de Fibonacci, por ejemplo, 144, es seguro
que el segundo jugador podra ganar. Es verdad que el primer jugador puede retirar 55
piezas, dejando 89, que es el siguiente nimero de Fibonacci, pero entonces el segundo
jugador puede ganar inmediatamente, retirando licitamente las 89 piezas restantes, pues 89
es menor que el doble de 55. El primer jugador se ve entonces precisado a dejar un numero
de piezas no perteneciente a la sucesiéon de Fibonacci, y el segundo jugador consigue ganar
aplicando la estrategia que acabo de explicar. (Véase Donald E. Knuth, Fundamental
Algorithms, Addison-Wesley, 1968, pagina 493, Ejercicio n. 37, y también, «Fibonacci Nim>»,
por Michael J. Whiniham, en The Fibonacci Quarterly, vol. 1, n. 4, diciembre de 1963, pp.
9-13.)

Para demostrar que en toda sucesién de Fibonacci generalizada la suma de los 10 primeros
términos es siempre 11 veces el séptimo, sean a y b los dos primeros nimeros. Los 10
ndmeros, y su suma, pueden ser representados como vemos en la Figura 72. Es evidente
que la suma es 11 veces el séptimo numero. Notemos también que los coeficientes deay b

de estos desarrollos forman sendas sucesiones de Fibonacci.
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| a
2. b
3. a+ b
4, a+ 2b
5. 2a + 3b
6. 3a +# &b
7. 58 + Bb
8. 8a + 13b
9. 13a + 21b
10. 21a + 34b
55a + BBb

Figura 72. Solucién al problema de Fibonacci
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